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Zad. 1. Oblicz całkę krzywoliniową niezorientowaną
∫

Γ
y2 ds, gdzie Γ jest jednym łukiem cykloidy

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ¬ t ¬ 2π. Oblicz także długość tego łuku.

Zad. 2. Oblicz całkę krzywoliniową niezorientowaną
∫

Γ
xy ds, gdzie Γ jest fragmentem hiperboli

x = a cosh t, t = a sinh t, 0 ¬ t ¬ t0. Odp. a2

6 (cosh2/3(2t0)− 1).

Zad. 3. Oblicz całkę
∫

Γ
|y| ds, gdzie Γ jest lemniskatą (x2 +y2)2 = a2(x2−y2). Odp. 2a2(2−

√
2).

Zad. 4. Oblicz długości łuków:

a) krzywej zadanej parametrycznie równaniami x = 3t, y = 3t2, z = 2t3 od punktu O = (0, 0, 0)
do punktu A = (3, 3, 2), Odp. 5.

b) krzywej zadanej parametrycznie równaniami x = e−t cos t, y = e−t sin t, z = e−t, 0 ¬ t <∞.
Odp.

√
3.

Zad. 5. Oblicz całkę krzywoliniową niezorientowaną:

a)
∫

Γ
x2 ds, gdzie Γ jest przecięciem sfery x2 +y2 +z2 = a2 płaszczyzną x+y+z = 0. Odp. 2

3πa
3.

b)
∫

Γ
z ds, gdzie Γ jest fragmentem linii x = t cos t, y = t sin t, z = t, 0 ¬ t ¬ 1. Odp. 1

3(33/2 −
23/2).

Zad. 6. Oblicz całkę krzywoliniową zorientowaną
∫

Γ
(x2 + y2)dx+ (x2 − y2)dy, gdzie Γ jest frag-

mentem wykresu funkcji y = 1 − |1 − x| dla 0 ¬ x ¬ 2, przebieganym zgodnie ze wzrostem x.
Odp. 4

3 .

Zad. 7. Oblicz całkę krzywoliniową zorientowaną
∫

Γ
(x + y)dx + (x − y)dy, gdzie Γ jest elipsą

x2

a2
+ y2

b2
= 1, zorientowaną dodatnio. Tu odpowiedź zepsułaby zadanie, więc jej nie podaję.

Zad. 8. Oblicz całkę krzywoliniową zorientowaną
∫
ABCDA

dx+ dy

|x|+ |y|
, gdzie ABCD jest kwadratem

o wierzchołkach A = (1, 0), B = (0, 1), C = (−1, 0), D = (0,−1). Odp. 0.

Zad. 9. Sprawdź, czy pole wektorowe

a) F = 1
3x2−2xy+3y2 (y,−x);

b) F =
(
1− y2

x2
cos y

x
, sin y

x
+ y

x
cos y

x

)
jest polem potencjalnym w jakimś obszarze D. Jeśli tak, to wyznacz jego potencjał na tym zbiorze.

Zad. 10. Oblicz całkę krzywoliniową zorientowaną
∫

Γ
y dx+x dy+x dz, gdzie Γ jest fragmentem

linii śrubowej x = a cos t, y = a sin t, z = bt, 0 ¬ t ¬ 2π, przebieganej zgodnie z porządkiem
wzrostu argumentu t. Odp. −πa2.

Zad. 11. Oblicz całkę krzywoliniową zorientowaną:

a)
∫ (3,0)

(−2,−1)
(x4 + 4xy2) dx+ (6x2y2 − 5y4) dy. Odp. 62,

b)
∫ (2,3,−4)

(1,1,1)
x dx+ y2 dy − z3 dz. Odp. −53 7

12 .

Dlaczego w tym zadaniu nie trzeba podawać równania linii, po której liczymy całkę?



Zad. 12. Załóżmy, że Γ jest krzywą Jordana, dla której istnieje parametryzacja C(t) = (x(t), y(t))
kawałkami klasy C1, taka że y(t) = tx(t), α ¬ t ¬ β. Wykaż, że pole obszaru D ograniczonego
przez krzywą Γ wyraża się wzorem |D| = 1

2

∫ β
α (x(t))2 dt. Skorzystaj z tego faktu i oblicz pola

obszarów ograniczonych przez krzywe
a) (x+ y)3 = xy; b) x4 + y4 = x2y.

Zad. 13. Stosując wzór Greena, oblicz całki krzywoliniowe:

a)
∮

Γ
xy2 dy − x2y dx, gdzie Γ to okrąg x2 + y2 = a2, obiegany w kierunku dodatnim,

b)
∮

Γ
(x+ y) dx− (x− y) dy, gdzie Γ jest elipsą x2/a2 + y2/b2 = 1, zorientowaną dodatnio,

c)
∮

Γ
ex[(1− cos y) dx− (y− sin y) dy], gdzie Γ jest okręgiem x2 + y2 = R2, obieganym w kierunku

dodatnim. (Odp. −1
5(eπ − 1))

Zad. 14. Za pomocą całek krzywoliniowych oblicz pola obszarów, ograniczonych krzywymi:
a) asteroidą (astroidą) x = a cos3 t, y = b sin3 t, 0 ¬ t ¬ 2π,
b) parabolą (x+ y)2 = ax, a > 0, oraz osią Ox,
c) x3 + y3 = x2 + y2 i osiami układu,
d)* epicykloidą powstałą z toczenia się okręgu o promieniu r po większym okręgu o promieniu
R, przy czym mały okrąg pozostaje na zewnątrz większego, a stosunek R

r
= n  1 jest liczbą

naturalną, Odp. π(n+ 1)(n+ 2)r2,
e)* gdy mniejszy okrąg toczy się wewnątrz większego powstaje hipocykloida. Oblicz jej powierzch-
nię, gdy R

r
= n  2, Odp. π(n− 1)(n− 2)r2.

f) Narysuj asteroidę, epicykloidę i hipocykloidę.

Te krzywe (i podobne do nich, choć jeszcze bardziej skomplikowane) były stosowane przy geo-
centrycznym opisie budowy Układu Słonecznego.

Zad. 15. Przekształć wzór Greena do postaci

∫∫
D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dx dy =

∮
Γ
P dy −Qdx.

Zad. 16.* Zdefiniujmy ∆f = ∂2f
∂x2

+ ∂2f
∂y2

i niech ∂f
∂~n

oznacza pochodną kierunkową funkcji f w
kierunku wektora normalnego do konturu w danym punkcie. Stosując wzór Greena wykaż, że:

a)
∫∫

D
∆f dx dy =

∮
Γ

∂f

∂~n
ds,

b)
∫∫

D
(f∆g − g∆f) dx dy =

∮
Γ

(
f
∂g

∂~n
− g∂f

∂~n

)
ds.

Zad. 17.* Funkcja f(x, y) jest harmoniczna w obszarze D, gdy ∆f = 0 dla (x, y) ∈ D. Załóżmy,
że f ma w obszarze D ciągłe pochodne do rzędu II włącznie. Udowodnij twierdzenie:
Na to, aby f była w obszarze D harmoniczna, potrzeba i wystarcza, by dla każdego konturu Γ ⊂ D
spełniony był warunek ∮

Γ

∂f

∂~n
ds = 0.

Zad. 18. Funkcja harmoniczna w ograniczonym obszarze domkniętym jest wyznaczona jedno-
znacznie przez wartości na brzegu tego obszaru. Wykaż to, dowodząc, że gdy f1 i f2 są harmoniczne
w D i mają jednakowe wartości na jego brzegu, to f1 ≡ f2 na D.

Wskazówki do zadań 17 i 18: użyj wzorów z zadania 16.


