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Zad. 1. Oblicz caltke krzywoliniowg niezorientowana / y*ds, gdzie I jest jednym tukiem cykloidy
r
r =a(t—sint), y =a(l —cost), 0 <t < 2m. Oblicz takze dtugosé tego tuku.

Zad. 2. Oblicz catke krzywoliniowa niezorientowana / xy ds, gdzie T" jest fragmentem hiperboli
r

x =acosht, t=asinht, 0 <t < ty. Odp. %f(cosh2/3(2t0) —1).
Zad. 3. Oblicz catke / ly| ds, gdzie T jest lemniskata (22 +y?)? = a*(2% —y?). Odp. 2a%(2 —v/2).
r

Zad. 4. Oblicz dhugosci tukow:

a) krzywej zadanej parametrycznie réwnaniami x = 3t, y = 3t?, z = 2t® od punktu O = (0,0, 0)
do punktu A = (3,3,2), Odp. 5.

b) krzywej zadanej parametrycznie rownaniami x = e *cost, y = e 'sint, z =7, 0 <t < oc.
Odp. V3.

Zad. 5. Oblicz catke krzywoliniowa niezorientowana:

3

a) / 2% ds, gdzie I jest przecieciem sfery x2 4 y? + 22 = a? plaszczyzna x +y+ 2 = 0. Odp. 2ma®.
r

2
3
b) /zds, gdzie I' jest fragmentem linii x = tcost, y = tsint, z =t, 0 <t < 1. Odp. %(33/2 —
r
23/2),

Zad. 6. Oblicz calke krzywoliniowg zorientowang / (2% +yH)dx + (2* — y*)dy, gdzie T jest frag-
r

mentem wykresu funkcji y = 1 — |1 — z| dla 0 < z < 2, przebieganym zgodnie ze wzrostem z.
Odp. %.

Zad. 7. Oblicz calke krzywoliniowsg zorientowang / (x + y)dx + (x — y)dy, gdzie T jest elipsa
r

i—; + z—; = 1, zorientowang dodatnio. Tu odpowiedz zepsutaby zadanie, wiec jej nie podaje.

dr + d
u, gdzie ABC'D jest kwadratem
ABCDA |x| + |y

o wierzchotkach A = (1,0), B = (0,1), C' = (—1,0), D = (0,—1). Odp. 0.

Zad. 8. Oblicz catke krzywoliniowsg zorientowang

Zad. 9. Sprawdz, czy pole wektorowe
a) F

_ 1
= Ssayrae (Y —L);
b) F = (1 - z—zcosg,sing + %COS%)

jest polem potencjalnym w jakim$ obszarze D. Jesli tak, to wyznacz jego potencjal na tym zbiorze.

Zad. 10. Oblicz catke krzywoliniowa zorientowang / ydr+zdy+xdz, gdzie I jest fragmentem
r

linii srubowej © = acost, y = asint, z = bt, 0 < t < 27, przebieganej zgodnie z porzadkiem
wzrostu argumentu t. Odp. —ma?.

Zad. 11. Oblicz catke krzywoliniowa zorientowana.:

(3,0)
a) /( )(x4 + 4xy?) dv + (62°y* — 5y*) dy. Odp. 62,
—2,-1

23,-4) 2 3 7
) /( vdr +y°dy — 2° dz. Odp. —535.

1,1,1)

Dlaczego w tym zadaniu nie trzeba podawaé¢ réwnania linii, po ktorej liczymy catke?



Zad. 12. Zalbézmy, ze I' jest krzywa Jordana, dla ktorej istnieje parametryzacja C(t) = (z(t), y(t))
kawatkami klasy C!, taka ze y(t) = tz(t), a < t < 3. Wykaz, ze pole obszaru D ograniczonego
przez krzywa I' wyraza si¢ wzorem |D| = 1 JP(x(t))? dt. Skorzystaj z tego faktu i oblicz pola
obszaréw ograniczonych przez krzywe
a) (z4+y)® =zy; b)at 4yt =2y

Zad. 13. Stosujac wzoér Greena, oblicz catki krzywoliniowe:

a) j{ xy? dy — xy dx, gdzie T to okrag 22 + y? = a?, obiegany w kierunku dodatnim,
r

b) 7{(95 +y)dr — (x — y) dy, gdzie T jest elipsa 2 /a* + y*/b* = 1, zorientowang dodatnio,
r

c) ]{ e”[(1—cosy) dx — (y —siny) dy|, gdzie T jest okregiem %+ y? = R?, obieganym w kierunku
r
dodatnim. (Odp. —%(e™ — 1))

Zad. 14. Za pomoca caltek krzywoliniowych oblicz pola obszaréw, ograniczonych krzywymi:

a) asteroida (astroida) # = acos®t, y = bsin®t, 0 <t < 2,

b) parabola (z + y)? = ax, a > 0, oraz osig Oz,

c) 2® +y° = 22 + y? i osiami ukladu,

d)* epicykloidg powstala z toczenia sie okregu o promieniu r po wiekszym okregu o promieniu
R, przy czym maly okrag pozostaje na zewnatrz wiekszego, a stosunek % =mn > 1 jest liczbg
naturalna, Odp. 7(n + 1)(n + 2)r?

e)* gdy mniejszy okrag toczy sie wewnatrz wiekszego powstaje hipocykloida. Oblicz jej powierzch-
nie, gdy £ =n > 2, Odp. n(n —1)(n — 2)r?

f) Narysuj asteroide, epicykloide i hipocykloide.

Te krzywe (i podobne do nich, cho¢ jeszcze bardziej skomplikowane) byty stosowane przy geo-
centrycznym opisie budowy Uktadu Stonecznego.

Zad. 15. Przeksztalé¢ wzér Greena do postaci

// <3P+8Q> dxdy:?{rde—de.

Zad. 16.* Zdefiniujmy Af = gij; + g; i niech 2 0* oznacza pochodna kierunkowa funkcji f w

kierunku wektora normalnego do konturu w danym punkcie. Stosujac wzér Greena wykaz, ze:

a) //DAfdxdy:ﬁg;;ds,

b) //D(ng—gAf)dwdy—f (fgz ggf> ds.

Zad. 17.* Funkcja f(x,y) jest harmoniczna w obszarze D, gdy Af = 0 dla (z,y) € D. Zalézmy,
ze f ma w obszarze D ciagle pochodne do rzedu II wlacznie. Udowodnij twierdzenie:
Na to, aby f byla w obszarze D harmoniczna, potrzeba i wystarcza, by dla kazdego konturu I' C D
spetniony byl warunek

of

T Of

Zad. 18. Funkcja harmoniczna w ograniczonym obszarze domknietym jest wyznaczona jedno-
znacznie przez wartosci na brzegu tego obszaru. Wykaz to, dowodzac, ze gdy f11 f2 sa harmoniczne
w D i majg jednakowe wartosci na jego brzegu, to f; = f; na D.

ds = 0.

Wskazéwki do zadan 17 i 18: uzyj wzoréw z zadania 16.



